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RESUMO

Dedugdo da equacao tridimensional que caracteriza a condugéo de calor em sdlidos
a partir da Primeira Lei da Termodinamica € a analise de métodos empregados para
resolvé-la. A abordagem utiliza a observagéo de fendomenos fisicos da condugao de
calor e o posterior equacionamento matematico. E feito um estudo sobre a lei de
Fourier para a condugdo de calor unidimensional e também sobre a Primeira Lei da
Termodinamica. A analise de alguns casos particulares da equagao geral de
condugdo de calor & realizada com o intuito de apresentar alguns metodos
empregados para resolver tais equagoes.

Palavras-chave: Deducéo. Equagao tridimensional. Condugao de calor.



ABSTRACT

Deduction of the three-dimensional equation that characterizes the conduction of
heat in solids from the First Law of the Thermodynamics and the analysis of used
methods to decide it. The boarding uses the comment of physical phenomena of the
conduction of heat and the future mathematical solution. A study on the law of
Fourier for the conduction of one-dimensional heat and also on the First Law of the
Thermodynamics is made. The analysis of some particular cases of the general
equation of conduction of heat is carried through with intention to present some used

methods to decide such equations.

Key-Word: Deduction. Three-dimensional equation. Conduction of heat.
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INTRODUGAO

No mundo tecnolégico em que vivemos a dissipagdo do calor pelas
maquinarias & um problema de fundamental importancia, pois & sempre desejado
alcancar um rendimento maximo dos componentes que compdem essas maquinas,
assim como da prépria maquina com um todo.

O estudo aprofundado de como o calor se propaga pelas estruturas solidas,
isto &, a obtencdo da distribuicdo de temperatura em fungdo das coordenadas
espaciais e do tempo € imprescindivel para se entender melhor a causa dos
problemas das maquinas térmicas.

O objetivo deste trabalho & deduzir, de forma simples e com o minimo de
calculos complexos, a equagdo em fungédo das coordenadas x, y, z e do tempo que
caracteriza a conducdo de calor nos sélidos, bem como fazer um breve comentario
sobre os métodos empregados para resolver tal equacgao.

Comecaremos apresentando a dedugdo empirica da lei de resfriamento de
Newton e a seguir a equagao de Fourier para a condugao de calor unidimensional.
Logo depois faremos um breve estudo sobre a primeira lei da termodinamica, a qual
sera de fundamental importancia para cumprir com o nosso objetivo. Continuaremos
fazendo a dedugdo propriamente dita da equagéo tridimensional da condugao de
calor nos sdlidos, seguida da andlise de algumas situagdes particulares que
envolvem essa equacdo. Finalizaremos o trabalho comentando sobre algumas

técnicas que s&o utilizadas para resolver a equagao acima referida.
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CAPITULO 1: A LEI DE FOURIER PARA A CONDUGAO DO CALOR

E importante compreender que a analise matematica de uma situagao ou
processo fisico como a condugao de calor em solidos se baseia, em ultimo
momento, num conhecimento empirico do fenémeno envolvido. O fisico deve

comegar por algum lugar, a bem dizer, e este lugar ¢ indicado pela experiéncia.

No caso da conducdo de calor, demonstrou-se muitas vezes que s€ duas
placas paralelas de mesma drea A e temperaturas diferentes T e Tz,
respectivamente, estiverem separadas por uma pequena distancia d (veja Fig. 1.1),
uma quantidade de calor por unidade de tempo passara da mais quente para a mais
fria. Além disso, num alto grau de aproximag&o, esta quantidade de calor &
proporcional a area A, a diferenga de temperatura /T2 - T4/ € inversamente

proporcional a distancia de separagéo d [2].

Placas
Paralelas

Fluxo de Calor (q)

d

Figura 1.1 Fluxo de calor entre placas paralelas.

Portanto, a dedugéo empirica do fluxo de calor (q) €
ki =0

. (1.1}

q
Onde o fator de proporcionalidade K é denominado condutibilidade termica e
depende somente do material entre as duas placas. Na verdade, K tambem depende
da temperatura, mas se a faixa de temperatura for muito grande, sera satisfatorio

supormos que K independe da temperatura.

A lei fisica representada pela Eg. 1.1 € conhecida como lei de resfriamento de
Newton. Vale repetir que esta equagao & um resultado empirico, néo tedrico, e que

pode ser, como tem sido frequentemente, verificado por experimentacédo cuidadosa.
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Ela é a base para a equagdo de Fourier de condugéo de calor em solidos. Temos
ainda que g nesta equagdo representa o fluxo de calor, ou seja, a razao entre a
quantidade de calor propagada através de uma superficie e o intervalo de tempo
gasto. Deste modo,

0 (1.2)

LT

Consideraremos, agora, uma barra retilinea de sec&o transversa uniforme e
de material homogéneo, orientada de modo que o eixo x se situe ao longo do eixo
da barra e faremos x = 0 e x = | representarem os extremos da barra.
Consideraremos também que os lados da barra sejam perfeitamente isoladas de

modo que nao haja passagem de calor através deles. Observe a Fig. 1.2

Figura 1.2 Barra retilinea de secgao transversa.

Note que as quatro superficies laterais sao adiabaticas, isto ¢, perfeitamente
isoladas e, deste modo, a transferéncia de calor s6 pode ocorrer na diregao x [1].
Finalmente, consideraremos que a temperatura 7, depende somente da posi¢ao
axial x e do temo t e nao depende das coordenadas y e z. Em outras palavras,
consideraremos que a temperatura T(x,t} permanega constante em qualquer segao
transversa da barra. Esta hipétese usualmente ¢ satisfatéria quando as dimensoes

laterais do bastdo sdo pequenas comparadas ao seu comprimento.

Vamos nos concentrar em um elemento da barra, situada, entre as posigoes

Xo € Xp + Ax, onde x¢ é arbitrario e Ax € pequeno, veja Fig. 1.3.
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(b)

Figura 1.3 (a) barra com elemento Ax, (b) elemento da barra.

A Eq. 1.1 pode ser escrita da seguinte maneira.

_BAAD (1.3)

55

O sinal menos nesta equacao significa que o calor flui da parte mais quente

para a parte mais fria [7].

Fazendo agora a dimensdo AX tender a zero na Eq. 1.3, obtém-se

K42l (1.4)

=" x

que é a lei de Fourier para a condugao de calor em sélidos. Esta relagao foi proposta
pelo cientista francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), em 1822. Ela

estabelece que o fluxo de calor g num ponto do elemento da barra € proporcional ao

gradiente de temperatura nesse ponto.
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CAPITULO 2: A PRIMEIRA LEI DE TERMODINAMICA

A primeira lei da termodinamica é um enunciado da conservacao da energia a
um sistema. Esse principio de conservagao a firma que a soma algébrica de toda a
energia que cruza a fronteira do sistema deve ser igual & variagio da energia do

sistema.

Trabalho
saindo

Calor
entrando

Figura 2.1 Convengao de sinais para a primeira lei da termodinamica.

como o calor e o trabalho s&o as Unicas formas de energia que podem atravessar
uma fronteira de sistema [4] (ver Fig 2.1), pode-se escrever a primeira lei do

seguinte modo
Q-W= AE (2.1)

Onde W é o trabalho efetuado pelo sistema, Q é a quantidade de calor que cruza a

fronteira e AE é a variagéo de energia do sistema.

Ha muitos processos reais que dependem do tempo. Se as propriedades
mudam a uma pequena taxa em relagao ao tempo, a hipétese de processo quase —
estatico € valida. A primeira lei escrita em termos de taxa é til na resolugio de

muitos problemas. A primeira lei nesses termos é
QW= 82 (2.2)

Onde Q é a taxa de transferéncia de calor, ou seja, a energia transferida por

unidade de tempo, através da fronteira na forma de calor, W é a poténcia, a taxa
em que a energia esta atravessando a fronteira como trabalho e dE / dt é a taxa de

variagdo da energia do sistema por unidade de tempo.
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Se um sistema estd em regime permanente, ndo ha variagao de energia

cinética ou potencial, de maneira que a primeira lei da termodinamica pode assim

ser escrita
Q-W= AU (2.3)
Ou, na forma de taxas
G-w = 9L (2.4)
dt

Onde U é a energia interna e representa a energia que as moléculas da
substancia possuem gragas as suas energias cinética e potencial a nivel

microscopico.
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CAPITULO 3: DEDUCAO DA EQUAGAO GERAL DE CONDUGAO DE CALOR EM
SOLIDOS EM COORDENADAS CARTESIANAS

Consideraremos um pequeno elemento de material isotrdpico e homogéneo

num corpo solido, como mostrado na Fig 3.1.

corpo
solido

(a) (b)

Figura 3.1 (a) Corpo sélido, (b) Elemento de material isotrépico e homogéneo

O elemento tem forma de um paralelepipedo, de lados Ax,AyeAz paralelos,

respectivamente, aos eixos coordenados x, y € z. A analise da condugdo num

paralelepipedo & mais simples se utilizamos o sistema de coordenadas cartesianas.

A aplicagao da primeira lei da termodinédmica (Eq. 2.3), para o elemento

infinitesimal, com volume AxAy Az, mostrado na Fig. 3.1 (b) fornece [1]
(0, +0, +0,)=-W =AU (3.1)

Os termos Q, Q, e Q, representam as quantidades de calor propagadas através do
elemento solido na diregdo positiva, respectivamente, aos eixos X, y € Z. W

representa o trabalho realizado pelo sistema (energia cedida pelo sistema) e AU éa

variag&o de energia interna do sistema.

As quantidades de calor Q,, Q, e Q, podem ser escritos da seguinte forma
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Qx = Quo — Qo + Ax (3.2a)
Qy=Qupo—Qyo-+Ay (3.2b)
Q;=Qp—Qu+Az (3.2¢c)

Onde as quantidades Qu, Qyo & Qg, representam as quantidades de calor que
entram, respectivamente, nos pontos Xp, Yo € Zo; Qo +Ax Qo +Ay © Qo +Az
representam as quantidades de calor que saem devidamente pelos pontos Xo + AX,

Yo +Ay e Zo + Az, ver figura 3-2 (a).

Qzﬂ +Ax

Qxﬂ-i-:\x

(b)

Figura 3.2 (a) Quantidades de calor entrando e saindo atraves das faces do elemento sdlido, (b)

Fluxos de calor através do elemento solido.
Substituindo-se as relagdes em (3.2) na Eq. 3.1 obtém-se
(Quo— Qo+ Ax) + (Quo—Quo+ Ay) + (Qo— Qo+ AZ) -W= AU (3.3)
Dividindo-se esta equacgéo pelo intervalo de tempo At, obteremos

» A (3.4)

(Qxo — Ox0 + Ax) + (Qyo—Gyo + Ay) + (Qz0— Qz0+Az) - EZI

Onde na passagem acima foi usado a Eq. 1.2. Os termos Gxo, Gyo € dz0 representam
os fluxos de calor (ou as taxas de transferéncia local de calor) nos pontos do
elemento localizados, respectivamente em Xg, Yo € Zo. Os termos gxo+ Ax, Qyo+Ay €
g.0+ Az Fepresentam as taxas de transferéncia local de calor nos pontos do elemento

localizados, respectivamente, em xp + AX, Yo +Ay € Zg + AZ, observe a Fig. 3-2 (b)-
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Tomando-se, agora, o limite para o intervalo de tempo At tender a zero na

Eq. 3.4, obtém-se

ou

(Oxo— Oxo+ Ax) ¥ (Qyo — Qyo+ Ay) + (G20 — Qz0 + Az) —W= ”é? (3.5)

Onde w representa a taxa em que a energia esta atravessando a fronteira como
trabalho, ou seja, w € a taxa de transferéncia de trabalho U/ ot é a taxa de
variacdo da energia do sistema por unidade de tempo e & expressa como uma

derivada parcial porque U ndo é apenas fungdo de x, mas tambémde y, ze t [4].

Usando-se a lei de Fourier (Eq. 1.4) os fluxos de calor da Eq. 3.5 podem ser

expressos da seguinte maneira

aT.
g, ——&d ax“ (3.6a)
arrc-e-Ax
G i =—KA—~8x (3.6b)
KA——_aTy“ (3.6¢)
qy i .0C
’ oy
aT +Ay
Qy +Ay:VK4—yo— (3'6d)
’ dy
T,
q-’o = —KA—a;— (363)
oT.
o= KA———Z;“ (3.66)

Substituindo-se as relagdes em (3.6) na Eq. 3.5 teremos

T, . oT., or, , oT B i ae or. \ .
P b i N R KT 0 N e T e W LAY
ox ox oy oy oz 0z ot

Ou

0 15} 0 . U
KA—\AT )+ KA—(AT )+ KA—(AT.)—-W =—
ax( ) ay( * az( 2 ot (3.8)
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Onde os termos AT,,AT,eAT, representam a variagdo local de temperatura nas

diregdes X, y e z, respectivamente.

Para prosseguir a dedugdo da equagéo de condugao de calor, teremos que

fazer duas consideragdes na Eq. 3.8

A primeira modificagéo é motivada pelo fato de que, na maioria dos casos, 0

sinal referente a @, a taxa de transferéncia de calor, & negativa. Assim nos

utilizaremos a relagao [1]
W = - AAXAYAZG (3.9)

e denominaremos ¢ de taxa de geragdo interna de calor no sdlido, isto €, a

conversao de alguma forma de energia (elétrica, quimica, etc) em energia térmica.

A segunda modificagdo € que vamos considerar a energia interna do
material da barra como a unica forma de energia relevante para o problema, pois a

energia interna esta uniformemente distribuida na massa [4], logo
U=Mu (3.10)

Onde u é a energia interna especifica e M é a massa do elemento soélido. Esta

equacao ainda pode ser escrita da seguinte maneira

U= pAAYAYAZ u (3.11)

Onde p é a massa especifica do material e p AXAYAZ é a massa do elemento em

analise. Lembrando que a variagao da energia interna especifica, u, das substancias

incompressiveis & proporcional a variagao de temperatura [6], AT, podemos

escrever

Au=CAT (3.12)

Onde o fator de proporcionalidade C é o calor especifico do solido. Escrevendo-se

as Egs. 3.11 e 3.12 na forma diferencial e combinando-as, obtém-se

dU = p AAXAYAZ CdT (3.13)
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dividindo-se, agora, esta equagao pelo intervalo de tempo, dt, obtém-se

alae pAAXAYAZCa—T (3.14)
or ot

Onde foi admitido que as variagbes de temperatura que ocorrem no solido s&o
suficientemente pequenas para que o calor especifico C possa ser considerado
constante (em geral C é uma fungdo da temperatura). Observe, também que foi

utilizado o simbolo de derivada parcial porque a temperatura no sélido é uma funcao

dex y zet
Substituindo as Egs 3.9 e 3.14 na Eq. 3.8 obtém-se

KAE(ATx)+KA£(ATy)+K4—q(ATz) + AAXAYAZ g = p ANXAYAZ C o . (3.15)
ox oy 8z o

ou, eliminando a area A e suprimindo os indices da temperatura, T, uma vez que a

mesma, como ja foi dito, & fungao de trés varidveis espaciais e uma temporal, temos

KE(AT)+ Ki(AT)+K3(AT) + AxAyAz g = pAxAyAzC Bl (3.16)
Ox oy oz ot

Dividindo-se esta equagao pelo elemento de volume AxAyAz , obtém-se

kO AT g0 AT ) g2 AT 1,4 pc 2 (aa7)
Ox | AxAyAz oy | AxAyAz 0z \ AxAyAz ot

Se tomarmos o limite para o elemento de volume AxAyAz = 0, obteremos

9 K?E]+£ 9T +E[Kﬂ) L (3.18)
Ox ox ) Oy dy ) 0oz oz ot

Note que esta equacéo foi obtida aplicando-se algumas consideragdes na equacao
da primeira lei da termodindmica. Obtivemos uma equagao a derivadas parciais
referente ao campo de temperaturas Tiy,z, que € conhecida como equagao geral da

condugao de calor em coordenadas cartesianas.
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Os termos —a—(K?z]i Ka—T— e E(KB—T) representam, respectivamente,
ox\ ox) oy\ oy oz\ Oz

as transferéncias liquidas de calor nas diregbes X, y e z, ou seja, a diferenga entre o

fluxo de calor transferido ao sistema e o fluxo de calor que transferido do sistema. O
or = .
termo pC ry representa a inércia térmica, que provoca um efeito retardante, ou
t

seja, a inércia térmica mostra que & preciso uma transferéncia liquida de calor
positiva para obtermos um aumento na temperatura de uma quantidade finita de
massa (no caso onde a geracao interna de calor § € nula). Quando esta taxa de
transferéncia de calor € fixa, a taxa de aumento de temperatura € mais alta quanto

mais baixo for o valor do produto pC. O grupo pC representa a inércia térmica por

unidade de volume ou a capacidade térmica do meio [1].
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CAPITULO 4: CONDIGOES PARTICULARES PARA A EQUAGAO GERAL DE
CONDUGAO DE CALOR

4.1 CONDUGAO DE CALOR EM REGIME PERMANENTE

Quando as condicdes de contorno sdo independentes do tempo, a
distribuigdo de temperatura no sélido &€ uma fungao somente das coordenadas

espaciais. A Eq. 3.18 reduz-se as seguintes formas.

> Regime permanente, condutibilidade térmica constante e sem geragao
interna de calor (equacéo de Laplace)
2 2 2
8°F o1 oFr (4.1)

ax2+ay2 +azz :0

> Regime permanente, condutibilidade térmica constante e com geragao

interna de calor (equagéo de Poisson)

o*T o'T 8T
T+

q
ox? " o? ozt +E:0 (4:2)

4.2 CONDUCAO DE CALOR EM REGIME TRANSITORIO

Se as condigbes de contorno térmicas sao dependentes do tempo, a
distribuicdo de temperatura no solido & descrita como fungao, além das coordenas

espaciais, da coordenada temporal. A Eq. 3.18 assume as seguintes formas:

> Regime transitério, condutibilidade térmica constante e sem taxa de

geracdo interna de calor (equagao de Fourier)

2 2 2
Il 21 07 15 (4.3)
ox* oy' oz° a ot

Onde o novo coeficiente do lado direito desta equagdo, a, é denominado

difusibilidade térmica do material e & definido do seguinte modo
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ar:£ (4.4)

A difusibilidade térmica de a sera admitida constante porque foi admitido que p, Ce

K apresentam valores constantes.

> Regime transitério, condutibilidade térmica constante e com taxa de

geracgao interna de calor [3]

T o'T o°T
+

10T
= 4.5
on? 6y2+622 o Ot (4-5)

b
K
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CAPITULO 5: METODOS DE SOLUCAO DA EQUAGAO DE CONDUGAO DE
CALOR (CONDUCAO BIDIMENSIONAL)

5.1 SOLUCAO ANALITICA (SEPARACAO DE VARIAVEIS)

Consideraremos uma placa retangular fina, sem geragao interna de calor e
isolada nas superficies superior (Fig. 5.1). Desse modo 87/dz € desprezivel, e a

temperatura é fungdo somente de x e y.

placa retangular

Figura 5.1 Placa retangular fina.

Se a condutibilidade térmica & uniforme, a distribuicdo de temperatura deve

satisfazer a equacgéo de Laplace.

2 75
%;;ny:o (5.1)

Essa & uma equacdo de derivadas parciais, linear e homogénea, que pode ser

integrada admitindo-se uma solugéo — produto para T(x,y) da forma
T=XY (5.2)

Onde X= Xy € uma fungdo apenas de x, e Y = Y, € uma funcdo apenas de y.

substituindo-se a Eq. 5.2 na Eq. 5.1, obtem-se
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Id* X 1 d*yY
TXdxE | Ydy (5-3)

As variaveis agora estdo separadas. O lado esquerdo da equagao ¢ uma fungao
apenas de x, enquanto que o lado direito € uma fun¢ao apenas y. como nenhum
lado pode variar quando x e y variam, ambos devem ser iguais a uma constante,

digamos A2 Desse modo, temos duas equagoes diferenciais ordinarias

";}f +A2X =0 (5.4)
e
dz}; A% =0 (5.5)
a solugdo geral da Eq. 5.4 ¢
X = A cosAx + Bsenix (5.6)
e a solugao geralda Eq.5.5 &
Y =Ce™ + De (5.7)
Entdo da Eq. 5.2
T = XY = (A cosix + Bsenix) (Ce™ + De™) (5.8)

Onde A B, C e D sdo constantes a serem determinadas das condi¢des de contorno.

Como mostra a Fig 5.1, as condigdes de contorno a serem satisfeitas s&o

T=0 em y=0 (5.9a)
T=0 em x=0 (5.9b)
T=0 em x=L (5.9¢)

Substituindo as condigées de contorno dados por (5.9) na Eq. 5.8 para T obtemos,

da primeira condigao,
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(A cosix + Bsenix) (C+ D) =0, (5.10)
da segunda condigao
A (Ce™ + DeM) =0, (5.11)
e, da terceira condigao
(A cosAL + Bsenil) (Ce™ + De) =0 (5.12)

A Eq. 5.10 pode ser satisfeita somente se C= - D, e a Eq. 5.11 pode ser

satisfeita somente se A = 0. Usando esses resultados na Eq. 5.12, obtemos

(B seniL) C (e™ —e™) = 2BC seniLsenhiy = 0 (5.13)

. — nm
Para satisfazer essa condigdo, seniL deve ser zero ou A = T onde n=1, 2,

3, etc. Existe, portanto, uma solugéo diferente para cada n inteiro e cada solugdo

tem sua constante de integracdo Cn. Somando essas solugoes, temos

T= chsen—nLEsenhn—LW— (5.14)

n=l1

A ultima condigdo de contorno exige que, para y=b,

ZC‘”senn—m—csenhn—ﬂész sen—= (5.15)
L L 1§

n=1

de modo que somente o primeiro termo na solugado por série € necessario com

C. = —Tm—. A solucao entéo €
senh(zb/ L)
Senh(ﬂy/[,

Tay=T ————)
o = 1M senh(nb/ L)

mx
== 5.16
sen 5 ( )

O campo de temperaturas correspondente € mostrado na Fig. 5.2.
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isotermas

Linhas de
fluxo de calor

senh(ﬂy / L) son™

Figura 5.2 Campo de temperatura Tm :
senh(mb/L) L

As linhas cheias sao as isotérmicas, e as tracejadas s&o as linhas de fluxo de calor.
Deve ser ressaltado que as linhas que indicam a diregdo do fluxo de calor sao

perpendiculares as isotérmicas.
5.2 METODO GRAFICO

. Atualmente, a taxa de transferéncia de calor por condugao em corpos com
geometria complicada & determinada com métodos numéricos (computacionais).
Antes da era dos computadores, o método gréfico era utilizado para estimar o valor
da taxa de transferéncia de calor em corpos com geometria complicada (por
exemplo, com contornos curvados). Esse método € efetivo e proporciona um bom
entendimento do modo como o calor & transferido em corpos complexos. O objetivo
de uma solucéo grafica & construir uma rede consistindo em isotérmicas (linhas de
temperatura constante) e linhas de fluxo de calor constante. As linhas de fluxo de
calor sdo analogas as linhas de corrente, num escoamento potencial, isto é, elas sao
tangentes a direcdo do fluxo de calor em qualquer ponto. Consequentemente,
nenhuma quantidade de calor pode cruzar as linhas de fluxo de calor, & uma
quantidade constante de calor & transmitida entre duas linhas de potencial constante
e o calor & transmitido perpendicularmente a elas. Entdo, linhas de temperatura
constante e linhas de fluxo de calor constante se intersectam em angulos retos. Para
obter a distribuicao de temperatura, preparamos inicialmente um modelo em escala

e, entao, desenharias, & méao livre, por tentativas, isotérmicas e linhas de fluxo de
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calor até elas formarem uma rede de quadrados curvilineos. O procedimento esta

ilustrado na Fig. 5.3 .

4——-T:
F E 1 F E
[ Al T
A I B A B q/' AT
T
C D C D
(a) (b)

Figura 5.3 (a) Secgio em canto de espessura unitaria, (b) Rede de isotermas e linhas de fluxo de

calor, (c) Quadrado curvilineo.

para uma se¢do em canto de espessura unitaria, com faces ABC a temperatura T4,
faces FED & temperatura T, e faces CD e AF isoladas. A Fig 5.3 (a) mostra o
modelo em escala, e a Fig 5.3 (b) apresenta a rede de isotérmicas e linhas de fluxo
de calor. Deve-se notar que as linhas de fluxo de calor que emanam dos contornos
isotérmicos sdo perpendiculares ao contorno, exceto quanto provém de um canto.
As linhas de fluxo de calor que deixam ou atingem um canto de um contorno

isotérmico bissectam o &ngulo entre as superficies que formam a angulo.

Uma solugéo grafica, bem como uma solugdo analitica de um problema de
condugéo de calor descrito pela equagao de Laplace e pelas condigdes de contorno
associadas, & unica. Desse modo, qualquer rede curvilinea (qualquer que seja 0
tamanho dos quadrados) que satisfaz as condigcdes de contorno representa a
solugdo correta [3]. Tomando-se qualquer quadrado curvilineo, por exemplo, Fig 5.3

(c), o calor transmitido por unidade de tempo € dado pela lei de Fourier

Ag=—K(Al . 1)’55:—1<AT (5.17)
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Esse calor transmitido & o mesmo através de qualquer quadrado numa faixa
qualquer formada por duas linhas de fluxo de calor desde o contorno em T, até o
contorno em T,. O AT através de qualquer elemento na faixa €

L1

AT = 5.18
- (5.18)

Onde N & o nimeros de incrementos de temperatura entre os das contornos em Ty e
T,. O calor total transmitido desde o contorno em T, até o contorno a Ty € igual a
soma dos calores transmitidos através de todos as faixas. O calor transmitido & o
mesmo dos quadrados numa rede de quadrados curvilineos. O calor total

transmitido pode entdo ser escrito como

m=M M
g= Aqm=ﬁK(T2—Tl) (5.19)

m=1

onde Agm & o calor transmitido através da m — ésima faixa e M é o nimero de faixas

de fluxo de calor.

Entdo, para calcular o calor transmitido, precisamos apenas construir uma
rede de quadrados curvilineos no modelo em escala e contar o nimero de
incrementos de temperatura e faixas de fluxo de calor. Apesar de a precisao do
método depender bastante da habilidade e da paciéncia da pessoa que desenha a
rede que quadrados curvilineos, mesmo um esquema grosseiro pode dar uma
estimativa razoavelmente boa da distribuicdo de temperatura, que, se desejado,

pode ser refinada pelos métodos numeéricos.

Em qualquer sistema bidimensional em que o calor & transferido de uma
superficie em Ty a outra em T, o calor transmitido por unidade de tempo e por
unidade de espessura depende apenas da diferenga de temperatura /Ty — T2, da
condutibilidade térmica K e da relagido (M/N). Essa relagdo depende da forma do

sistema, e é chamada de fator de forma S. O calor transmitido por unidade de tempo

pode ser escrito como

g=KSAT (5.20)
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Os valores do fator de forma S foram calculados para varias formas de

significado pratico e estdo resumidas na tab. 5.1

Tabela 5.1 fatores de forma de condugé&o.

Configuracao

Fatores de forma

Parede plana com superficies isotérmicas (T4 e

T2

S= A/L = WH/L

(H>L/5, W>L/5)

Aresta, elemento de ligacdo entre duas paredes

planas com superficies isotérmicas.

S= 0,54W (w=>1/5)

Barra com seccao transversal quadrada com furo

cilindrico.

S= 2xL/In(1,08H/D)

Cubo de canto, elemento de ligagdo entre trés

paredes planas.

S=0,54L

Placa infinita com espessura 2H e superficies
isotérmicas (T,), com furo cilindrico posicionado
no centro da placa e apresentando superficie

isotérmica, T+

S= 2nl/In(8H/xD)

Cilindro de comprimento L e didmetro D com furo

cilindrico posicionado excentricamente.

S= 2aL/Cos™(D*+ d*-4 ¢?/2Dd)

Plano semi-infinito, com superficie isotérmica (T2),
com furo cilindrico de comprimento L, paralelo a

superficie (normal ao plano da figura) e

apresentando temperatura superficial (T).

S= 2nl/ Cés™ (2H/D)

Fonte: Adrian Bejan (1996)

Variaveis: A= area, H= altura,
W= comprimento, L= largura, D=
d=

didametro maior, diametro

menaor.
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53 METODO NUMERICO

Em muitas situacdes praticas, a geometria do sistema e as condi¢bes de
contorno sdo muito complexos para se obter solugbes analiticas ou graficas. Tais
problemas podem, no entanto, ser resolvidos por métodos numéricos. Esses
métodos estdo baseados na técnica de diferencas finitas que sdo idealmente
indicadas para solugéo através de computadores de alta velocidade. Contudo, antes
de se aplicar um método numérico a um problema de transferéncia de calor ou
qualquer outro problema fisico descrito por uma equagao diferencial, sé&o
necessarios alguns passos preliminares. O propésito desses passos preliminares €
aproximar a equacgéo diferencial e as condigdes de contorno por um conjunto de
equacoes algébricas. Isso é atingido substituindo-se o dominio continuo por uma
configuragdo de pontos descritos no dominio e introduzindo-se aproximagdes de

diferencas finitas entre os pontos.

Para resolver numericamente o problema da condugéo de calor, subdividimos
o sistema num numero de subvolumes pequenos, mas finitos, e designamos um
namero de referéncia a cada um deles. Admitimos entdo que cada subvolume esta a
temperatura correspondente a seu centro e substituimos o sistema fisico por uma
rede de barras condutoras de calor ficticias entre os centros, ou pontos nodais, dos
subvolumes. Agora, se uma condutancia térmica correspondente a condutancia do
material entre os pontos nodais & admitida para cada barra, o calor transmitido na
rede de barras aproximara o calor transmitido no sistema continuo. Se forem
selecionados N pontos, obter-se-a, um sistema de N equagdes algébricas. O
sistema de equagdes pode ser resolvido por inversao de matrizes ou por um meétodo

numeérico para os valores das incégnitas nos N pontos.

Na auséncia de fontes ou sorvedouros de calor no sistema e, em regime
permanente, o calor transmitido para cada ponto nodal deve igualar-se ao calor
transmitido para fora do ponto. Para satisfazer essa condigdo, estabelecemos
balangas de calor para cada ponto nodal e, entdo, obtemos tantas equagoes
algébricas quantas forem os pontos nodais no sistema. Para obter uma solugao
numérica, primeiro estimamos as temperaturas nos pontos nodais, e entao as
corrigimos, em passos sucessivos, até que o calor transmitido para um ponto

qualquer do sistema iguale-se ao calor transmitido para fora dele.
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5.3.1 Elementos Finitos

Os seguintes passos sao realizados para a solugado de um problema de

conducgéo de calor bidimensional em regime permanente por elementos finitos.

1 Determinar o modelo matematico completo do problema. Isto inclui a

identificacao da equagao diferencial apropriada e as condigdes de contorno.

2 Subdividir a configuragéo usando uma série de linhas de grade ortogonais. As
‘ linhas de grade devem coincidir com as fronteiras sempre que possivel. Cada
" intersecgao de duas linhas de grade, ou uma linha de grade a uma fronteira,

tem um volume de material associado a ele. Estas intersecgbes sao

chamadas de nos e s&o identificadas por numeros.

3. A equacao diferencial e as condigdes de contorno sdo aproximadas atraves
de uma equagdo algébrica de diferenca finita para cada no. As equacoes
resultantes estdo em uma forma implicita e contém as temperaturas do né em
consideragao e a temperatura de cada dois nds imediatamente proximas, que

estdo conectados a ele pela grade ou linhas de contorno.

4. Um conjunto de equacdes algébricas lineares, uma para cada né na
configuragao, é formada. Se existem N nos na grade, o conjunto consistira de
N equacdes que coletivamente contém as temperaturas dos N nos, as N
desconhecidas. O conjunto de equagdes € resolvido simultaneamente por um

método direto ou interativo para obter as temperaturas dos nos.

5 A taxa de transferéncia de calor atraves de qualquer superficie pode ser

determinada através do uso da temperatura nos nés € a equacgao de contorno

= apropriada.
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Figura 5.4: Aleta em forma de pino de seg&o circular subdividida para solugdo numérica.

5.4 METODO ANALOGICO

Quando dois ou mais fendmenos podem ser descritos matematicamente pela
mesma equagao, os fenémenos sdo ditos analogos, € as variaveis num sistema sao
chamadas analogas das varidveis correspondentes em qualquer outro sistema. Um
simples exemplo de tal caso € a equagao de Laplace bidimensional. Ela ndo so se
aplica a um campo de temperaturas, mas, se o simbolos T(x, y) for substituido por
E(x, y) (o potencial num campo elétrico), obtém-se a equagao que governa a
distribuicdo de voltagem num campo potencial. Um exame das respectivas

equagoes,

&'r BT
+

axZ ayZ =0

o’E O’E
o

mostra que o potencial elétrico E (x,y), pode ser considerado como anélogo do
potencial térmico T. Em outras palavras, as linhas de voltagem constante num
campo elétrico correspondem as linhas de temperatura constante num campo de

fluxo de calor. Um meio simples de resolver problemas de condug&o de calor
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bidimensionais é pelo uso da analogia elétrica para construir uma rede de quadrados

curvilineas e, entéo, determinar o fator de forma [3].
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CONSIDERAGOES FINAIS

Diante do que foi exposto, podemos observar que a equagao tridimensional
de condugdo de calor nos solidos ¢ uma equacdo a derivadas parciais nao
homogénea, e que para ser resolvida é necessario que se aplique algumas
condicdes de contorno, as quais sao retiradas do proprio problema em questao, 0
que reduz a equagao geral 3 algumas equagbes particulares: equagao de Laplace,
de Poisson e de Fourier.

Vimos ainda que a resolugdo das equacgoes envolvidas é feita empregando-se
varias técnicas ou métodos, como por exemplo a separagao de variaveis, 0 método

grafico e o método de elementos finitos.
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DEDUCAO DA EQUACAO TRIDIMENSIONAL DE
CONDUGCAO DE CALOR EM SOLIDOS E ANALISE DE
METODOS PARA RESOLUGAO

Deducéao da equacéo tridimensional que caracteriza a condugao de calor
em solidos a partir da Primeira Lei da Termodinamica e a analise de mé-
todos empregados para resolve-la. A abordagem utiliza a observacao de
fendbmenos fisicos da conducao de calor e o posterior equacionamento

matematico. E feito um estudo sobre a lei de Fourier para a condugao de
calor unidimensional e também sobre a Primeira Lei da Termodinamica.

A analise de alguns casos particulares da equacao geral de conducgao de
calor é realizada com o intuito de apresentar alguns métodos emprega-

dos para resolver tais equacdes.

Autopub Editora

CNP] 54.303.895/0001-62

Telefone: 9198473-5110
contato@autopubeditora.com

Ed. Rogélio Fernadez Business Center - Tv.

Quintino Bocaitva, 2301 - Batista Campos, || || ||||
Belém - PA, 66045-315
978658

www.autopubeditora.com




